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RESUMEN

del curso Control Digital en el octavo semestre de la

carrera de Ingenieria Mecatrénica, en él se muestra
el procedimiento para: el analisis, el diseno, la validacion e
implementacion de un controlador discreto en espacio de
estado, aplicado a una planta la cual es un sistema neumatico
donde la variable a controlar es la presion en el interior de
un tanque cerrado. Para configurar la ley de control, la matriz
de realimentacion del estado K se obtiene por asignacion
de polos, mediante especificaciones de respuesta temporal
del sistema neumatico, la estimacion del vector de estado se
realiza mediante la aplicacion de un filtro de Kalman y para
parametrizar las matrices Q y R del filtro se utiliza la varianza
del ruido presente en el sensor, un transmisor de presién de
4 - 20 ma. Se establece solo en simulacién una comparacién
entre el desempeno de un observador de luenberger de orden
completo tipo predictor utilizado para observar el estado del
sistema y el filtro de kalman utilizado como estimador de
estado del sistema, el algoritmo de control se implementa en
un kitarduino duey para la interfazhombre-maquina (HMI) se
uso el programa MATLAB, en donde se muestran la repuestay
el desempeno del sistema de control en lazo cerrado cuando
este es sometido a diferentes cambios del valor de consigna,
diferentes perturbaciones y de carga.

E ste articulo es el producto de un informe de laboratorio
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I.INTRODUCCION

En ocasiones, las perturbaciones tanto externas
como internas presentes en los procesos pueden
lograr desestabilizar un sistema de control en lazo
cerrado, los cuales requieren mantener ciertas con-
diciones de estabilidad para garantizar la calidad
del producto.

Gracias a los continuos avances tecnolégicos
en la era de la computacién y la informética, se ha
desarrollado el Filtro de Kalman, considerado como
uno de los mayores logros del siglo XX, el cual per-
mite eliminar las perturbaciones generadas por rui-
dos en el sensor y/o dindmicas no modeladas en el
proceso que afectan adversamente a los sistemas.
Mediante la estimacién de estados se permite reali-
zar las acciones de control necesarias hasta lograr la
calidad del producto requerida [1].

El filtro de Kalman elimina los efectos negativos
que produce el ruido sobre un sistema de control,
basandose en datos como la varianza de la medi-
cién y de los parametros del sistema, de forma tal
gue mediante el conocimiento del comportamien-
to actual del sistema es posible estimar un estado
futuro aplicando cierta correccién, es asi como sur-
gen: las ecuaciones para el proceso, la prediccién,
la actualizacion del estado y el error (a priori y a
posteriori) [1].

En este informe se presentan los resultados obte-
nidos en el desarrollo e implementacién de una ley
de control que utiliza un filtro de Kalman para la esti-
macién del vector de estado de un sistema continuoy
mediante simulacion se compara su desempefio con
el de un observador de luenberger de orden comple-
to tipo predictor, se valida el sistema de control en
lazo cerrado al implementarlo en un sistema neuma-
tico, en el cual la variable controlada es la presién p(t)
y al someter el sistema de control en lazo cerrado a
cambios en la referencia, perturbaciones externas y
cambios en la carga.

Il. DESCRIPCION DEL SISTEMA
CONTINUO

El modelo utilizado es el sistema neumatico
mostrado en la figura 1, en el cual la variable con-

trolada es la presién en un tanque cerrado y dentro
de un rango de 0-23 (Libras por pulgada cuadrada
manométricas) psig p(t), como elemento final de
control (Efc) se usa una valvula neumdtica con un
posicionador de 4-20 (miliamperios) ma como sefal
de entrada.

Fig. 1. Sistema neumético utilizado como modelo

El comportamiento dinamico del sistema es
mostrado en la figura 2. Con el eje y en % y el eje
x en segundos, se obtiene por el método de curva
de reaccion (Ziegler- Nichols) [2,4], al aplicarle a la
valvula excitaciones tipo escalén de diferente mag-
nitud, El modelo empirico del sistema continuo es
obtenido con la herramienta Iden del Matlab esta
expresado en la ecuacion (1).

B 0.1444
4246715 +2.21875 + 0.7298

e -1.6647s ('I )

Gp(s)

Fig. 2. Comportamiento dindmico del sistema neumatico
en lazo abierto (Método de curva de reaccién por Ziegler-
Nichols).

o0 Z600 000 EECN

o B00 1000

so0 E
Tiempa (=)

El periodo de muestreo se obtiene por el método
del tao equivalente en lazo cerrado [2,4] utilizado
para discretizar el modelo (1) es T=1.675 minutos, la
funcién de transferencia de pulso resultante es: (2).

P(z)  0.0413422+0.05787z + 0.004994
M(z2) Z*-0.61822 + 0.160922 - 0.01604z

HGp(2) =
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A partir de (2) se expresa el sistema en un espa-
cio de estado discreto (3) [2,4].

0 1 0 0 0
x(K+1)=|© 0 1 O Ixtw+ [9]|mk
) 0 1 0
0 0.01604 -0.1609 0.6182 1

p(k) =[0.004994 0.05787 0.04134 Olx(k) (3)

Doénde: p(k) es la presion en el interior del tanque
cerrado, x(k) es el vector de estado, m(k) es la seial
de excitacion aplicada al Efc que en lazo cerrado con
el controlador es la sefal de control.

En la figura 3, se muestra la validaciéon de los
modelos: continto (1) y discreto (2), y en la figura
4, se muestra la validacién de modelo expresado en
un espacio de estado discreto (3).

Fig. 3. Validacién del modelo continuo (1) y del Modelo
discreto (2).
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Fig. 4. Validacién del modelo continuo (2) expresado en un
espacio de estado en tiempo discreto (3).

I11. DISENO DEL CONTROLADOR EN
ESPACIO DE ESTADO DISCRETO
A. Diseno de la Ley de Control

Para disenar la ley de control, se asume, para la
respuesta del sistema de control en lazo cerrado: un

factor de amortiguamiento relativo € de 0.73 y un
tiempo de establecimiento de lazo cerrado t. de

S
8.5 minutos. -

Los polos dominantes para el calculo de la matriz
de realimentacién del estado K (Matriz K) y su ecua-
Cién caracteristica deseada son: (4, 5) [4,5.]

z=0.3363 £ 0.3059J (4)
72-0.6726z +0.2067 = 0 (5)

El sistema discreto (3) es de orden n=4 y para
completar la ecuacién caracteristica para el calculo
de la matriz K se debe anadir dos polos no domi-
nantes. A partir de la funciéon de transferencia de
tercer orden continua dada por la ecuacion (1) se
establece que el polo mas alejado del eje imaginario
se encuentra en s=-0.9110 [3].

Estos polos no dominantes se asignan como se
muestra en (6, 7) y sus equivalentes discretos (8, 9),
la ecuacién caracteristica completa para el célculo
de la matriz K esta dada en la ecuacion (10) [2,4].

5,=-10%0.9110=-9.11 (6)
5,=-12%0.9110=-10.932 7
z,=2.3604 %107 8)
z,=1.1158 % 10"® 9)

a,(2) =2*- 0.6726 2+ 0.2067 2°

-5.10958x10%z + 5.44393x107'°=0 (10)

Para el calculo de la matriz K se aplica el método
de la férmula de Ackerman y como el sistema dis-
creto es completa mente controlable, la matriz K
calculada es mostrada en (11) [2,4].

K=[0 0.0160 0.0458 -0.0545] (1m

La ley de control, donde se realimenta el vector de
estado x(k), queda determinada por la ecuacion (12).

u(k) =-[0.0160X,(k) +0.0458X,(K) ~0.0545X,(k)]] ~ (12)

B. Cdlculo del observador de estado de orden
completo tipo predictor.

Para calcular la matriz de ganancias del obser-
vador de estado de orden completo tipo predictor
(Matriz L), por el método de asignacion de polos,
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se parte de la frecuencia a la cual se calculé la matriz
Ky debe estar dentro del intervalo definido por la
ecuacioén (12). Esto para incrementar la velocidad de
correccion del error dindmico y por tanto para que el
sistema de control en lazo cerrado llegue a un punto
de convergencia mas rdpidamente, En esta expresion
w, es la frecuencia para el célculo de la matrizLy w, es
la frecuencia a la cual se calcula la matriz K, el intervalo
de frecuencias esta dado en la expresién (13) [2,4].

2<w, <6w, (12)
(1.6667 < w, <4.9998) rad/min (13)

Se elige w, = 1.6667 rad/min, los polos domi-
nantes para calcular la matriz L, con un T=1.675
minutos son mostrados en la expresion (14) y la
ecuacion caracteristica deseada para el célculo de la
matriz L esta dada por (15) [2,4].

2=-0.1152+0.1477)
a,, (2)=22+0.2304z+0.0351=0

Como el sistema expresado en un espacio de es-
tado discreto (3) es de orden n=4, se agregan dos
polos en tiempo discreto no dominantes para com-
pletar el orden de la ecuacién (15), como se expresa
en la ecuacién (16).

a, (2) = (z2+0.2304z + 0.0351)

dL

(z-2.3604%107)%(z-1.1158*108) =0 (16)

Para el calculo de la matriz L se aplica la férmula
de Ackerman y como el sistema es completamente
observable, la matriz L es (17) [2,4].

12.3237
8.8745
3.2462
0.7766

L= (17)

La ecuacién del observador de estado de orden
completo Tipo predictor es dado en la ecuacién (18)
[2,4]. La nueva ley de control donde se realimenta
el vector del estado observado [2,4] y si se cumple
que x(k) = q(K) entonces el error observado é(k) = 0.
Luego, la ley de control

0 1 0 0
0 0 1 0
k+1) = k
q(k+1) 0 0 0 1 q(k)
0 0.01604 -0.1609 06182
123237
+ 88745 [y(k) - [0.004994 0.05787 004134 0] (18)
32462 |V ‘ '
0.7766
0
+ 8 m(k)
1

se puede reescribir de la forma mostrada en la
ecuacion (19).

u(k) = -[0.0160q, (k) +0.04584,(k) -0.0545q,(k)] ~ (19)

IV. VALIDACION MEDIANTE
SIMULACION DEL CONTROLADOR
DE ESTADO DISCRETO

Como en esta estrategia de control no se ga-
rantiza error de estado estable igual a cero, esto se
debe a que tanto el observador de estado de orden
completo tipo predictor como la ley de control se
ubican en el lazo de realimentacién, condicién su-
ficiente para que la realimentacién no sea unitaria
se procede a calcular un factor de correccion de
error K, para prefiltrar la referencia e ingresarla al
comparador del controlador, su valor es dado por la
ecuacion (20) [2,4].

K,=5.1276 (20)

Para validar el sistema de control en lazo cerrado
incluyendo: laley de control, el observador de orden
completo tipo predictor y el factor de correccion de
error se utiliza el diagrama de bloques desarrollado
en Simulink, el cual se expone en la figura 5.

A partir del algoritmo expuesto en la figura 5 se
obtienen las figuras 6 a 9, las cuales fueron divididas
para lograr una mejor visualizacién de las respues-
tas del comportamiento dinamico del sistema de
control en lazo cerrado solo en simulacion.
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Fig. 5. Diagrama de bloques para validar el sistema de control

en lazo cerrado dado en espacio de estado discreto, incluyendo:
el sistema discreto, el observador de estado de orden completo
tipo predictor, la ley de control y el factor de correccién de error.

Fig. 6. Sistema de control en lazo cerrado: referencia (rojo),
salida observada (azul) y ley de control u(k) (@amarillo).
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Presién (PSI)
® 8 5
T

Tiempo (minutos)

Fig. 7. Sistema de control en lazo cerrado: referencia (rojo),

variable controlada‘presion’ p(k) (azul) y la sefial de control
m(k) (verde).
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Como se observa en la figura 7, el tiempo de es-
tablecimiento de lazo cerrado de la respuesta de la
variable controlada presién p(k) se encuentra en el
rango dado por (0.4 <t  <0.8)t ,,esdecir, 44795
< t, < 8.9587, minutos, las oscilaciones en estado
estable son pocas y el error en estado estable es
muy cercano a cero. Es por esto que el algoritmo

calculado funciona correctamente.

Fig. 8. Sistema de control en lazo cerrado: referencia (rojo),
variable controlada ‘presion’ p(k) (azul).

Tiompe prinstas)

Fig. 9. Sistema de control en lazo cerrado: referencia (rojo),
variable controlada‘presion’p(k) (azul) y el vector del estado
observado (colores varios).
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V. VALIDACION MEDIANTE
SIMULACION DEL CONTROLADOR
DE ESTADO DISCRETO CON EL
FILTRO DE KALMAN INCLUIDO

El algoritmo de Kalman consta de dos pasos: el pri-
mer paso es el de predicciéon y segundo paso es el de
correccion; para esto es necesario realizar una secuen-
cia de operaciones y actualizaciones que permiten ob-
tener un valor estimado de la medicion o del estado
obviando los efectos negativos del ruido en el sistema
de control [1,4,5,6], los pasos necesarios para el desar-
rollo del filtro de kalman se muestran en la figura 10.

Fig. 10. Procedimiento para la implementacién de las

operaciones del Filtro de Kalman, con sus respectivas

operaciones [1,6].

mmmm Update (“Correct™)

(1) Compute the Kalman gain
- - _1
K, = PyHT(HP HT + R)

Time Update (“Predict™)

(1 Project the state ahead

i = A%, +Bu,_,
{2) Update estimate with measurement =y
(2) Project the error covariance ahead

P, = AP, AT+ 0

By = 3+ Kz - HE))

{3) Update the error covariance

]

Initial estimates for %._, and P._,

Para validar mediante una simulacién el desem-
peno del filtro de kalman se implementa el siguien-
te codigo utilizando lenguaje C, y se muestra a con-
tinuacion:

Envigado (Colombia), 21y 22 de octubre de 2015

297



MEMORIAS

% Algoritmo en Matlab del Filtro de Kalman
% aplicado al espacio de estados de la funcién
% de tercer orden continto del sistema de presion

num=[0.4422]; %numerador del sistema continuo

den=[12.947 2.1199]; %denominador del sistema
continuo.

[numR,denR]=pade(1.75,1);%Expansion por aproximacion
de padé del retardo del sistema continuo de tercer orden.

[numTfs,denTfs]=series(num,den,numR,denR);%Multiplic

acion del sistema sin retardo por el retardo expandido por

Padé.

Hs=tf(numTfs,denTfs);%Funcion de transferencia continua.

h=1.35; %periodo de muestreo

Hz=c2d(Hs,h); %Funcion de transferencia discreta

[n,d]l=tfdata(Hz,Vv’); %Numerador y denominador de la

funcion de transferencia discreta
[nAd,nBd,nCd,nDd]=tf2ss(n,d);%Funcion de transferencia a
espacio de estado

9%ECUACIONES DEL FILTRO DE KALMAN

uk=1; %Funcion escalén

Xem1=[0;0;0]; %Vector de estados estimado
Pkm1=1e6;%Covarianza del error

Q=47; %Varianza del ruido del proceso
R=47; %Covarianza del ruido de la medicion
Y=step(Hs);

Yest=zeros(1,180); %Salida estimada

for k=1:180
Ys(k)=Y(k)+0.1*(0.4-rand); %Sefal con ruido
%Actualizacion de tiempo
Xem=nAd*Xem1+nBd*uk; %Estado estimado a priori
Pkm=nAd*Pkm1*nAd’+Q; %Covarianza del error a
priori
%Actualizacion de mediciones
Kk=(Pkm*nCd')/(nCd*Pkm*nCd’+R);
Xe=Xem+Kk*(Ys(k)-nCd*Xem); %Estado estimado a
posteriori
Pk=(eye(3)-Kk*nCd)*Pkm; %Covarianza del error a
posteriori

%Actualizaciones para la siguiente iteracion
Xem1=Xe;
Pkm1=Pk;
Yest(k)=nCd*Xe;
end

%Para graficar
figure(1)

hold on

grid

plot(Y)
plot(Ys,g’)
plot(Yest,r’)

Al ejecutar el algoritmo expuesto anteriormen-
te, su respuesta, se muestra en la figura 11. Donde
la respuesta del sistema continuo simulada es la
variable presion p(k) (curva de color azul), la me-

dicion de la variable presion p(k) medida por el
sensor (base de datos) con ruido es la curva verde,
y finalmente la curva roja es la salida estimada uti-
lizando el filtro de kalman.

Fig. 11. Respuesta obtenida del algoritmo del Filtro de
Kalman implementado al a funcién de trasferencia de tercer
orden en tiempo continuo (1).

o0 o0
Tiormpe (minutes)

Una vez validado el funcionamiento del algorit-
mo del filtro de Kalman en simulacion, se realiza la
implementacién del nuevo sistema de control en
lazo cerrado, se elimina del sistema de control la
ecuacion del observador de estado de orden com-
pleto tipo predictor y en lugar de observar el estado
del sistema se reemplaza por el algoritmo del filtro
de Kalman, y se pasa a estimar el vector de estado,
para la implementacion de la ley de control se utili-
za la misma matriz K calculada en el item anterior, el
algoritmo desarrollado para este nuevo sistema de
control en lazo cerrado, se muestra en la figura 12.

Fig. 12. Programa para validar mediante simulacion el

sistema de control en lazo cerrado con el filtro de kalman y
la ley de control.

Tras la simulacién de este algoritmo se obtiene una
respuesta en estado estable controlado, la cual cumple
con los pardmetros de disefio previamente estableci-
dos, ademas de presentar alta inmunidad al ruido pre-
sentado por la medicion y el proceso. Los resultados de
esta simulacion se muestran en las figuras 13 a17.
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Fig. 13. Respuesta del sistema de control en laza cerrado:
referencia r(k)(rojo), respuesta del sistema presion p(k)

(verde), respuesta estimada presion p(k) amarillo), sefal
de control m(k) (azul) y el vector de estado estimado x(k)
(purpura).
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=
3
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Fig. 14. Respuesta del sistema de control en laza cerrado:

referencia r(k)(rojo), respuesta del sistema: variable presion
p(k) (azul).

— Setpoint

Presion (PSI)

Tiempo (minutas)

Fig. 15. Respuesta del sistema de control en laza cerrado:
referencia r(k)(rojo), respuesta del sistema: variable presién
p(k) (azul), respuesta estimada: variable presion p(k)
(amarillo), seial de control m(k) (naranja) y el vector de
estado estimado x(k) (azul rey y purpura).
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i
0 50 00 50
Tiempo (minutos)

En base a estos resultados se determina que el
funcionamiento del filtro de kalman junto con la
ley de control es correcto ya que se cumplen los re-
querimientos de disefo previamente establecidos,

como son: el rango del tiempo de establecimiento
en lazo cerrado, las oscilaciones en estado estable
de la medicion y el error de estado estable dentro
del 2% de la magnitud de la excitacion.

Fig. 16. Respuesta del sistema de control en laza cerrado:
referencia r(k)(rojo), respuesta del sistema: variable presién

p(k) (azul), respuesta estimada: variable presion p(k) (@marillo),
sefal de controlm(k) (naranja) yel vector de estado estimado
x(k) (azul rey y purpura).
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Fig. 17. Respuesta del sistema de control en laza cerrado:
variable controlada: variable presién p(k)(rojo), respuesta

estimada: variable presion p(k) (azul), referencia r(k) (azul rey) y
con cambios de carga.
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VI. IMPLEMENTACION DEL ALGO-
RITMO DE CONTROL INCLUYENDO
EL FILTRO DE KALMAM

Para la implementacion del filtro de Kalman se uti-
liz6 un microcontrolador Arduino DUE de 32 bits, para
su programacion y puesta en marcha se requieren re-
alizar diversas operaciones matriciales, para esto, fue
necesario el uso de una libreria adicional que permite
reducir la longitud del cédigo a implementar; esta li-
breria se denomina “Eigen’, [7] la cual realiza interna-
mente por medio de ciclos anidados las operaciones
matriciales que se requieran en el codigo principal.
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En primer lugar se observa la respuesta de la
planta (sistema neumatico) ante diferentes cambios
de Setpoint, lo cual muestra que su comportamiento
dindmico es sobre amortiguada, tal cual como se mues-
tra en las figuras 18 y 19, donde y(k) es la presién p(k) o
respuesta medida, m(k) es la senal de control, X(k) es el
vector de estado estimado, y(k) es la presion estimada),
u(k) es la ley de control y é(k)es el error estimado.

Fig. 18. Respuesta real de la planta con la implementacién del

Filtro de Kalman y la Ley de Control.

Presion (y) [PSI]
Setpoint [PSI]

Error Estimado[PS(]
—— Sefial Control [mA]
Presion Estimada [PSI]
Ley de contral (u)

na

AN A, s

Fig. 19. Respuesta real de la planta con la implementacion

del Filtro de Kalman y la Ley de Control, con sus respectivos
estados estimados.
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Setpoint [PS]
—— Seiial Control [mA]
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Estados Estimados

=

¥
e

Una vez verificada la funcionalidad del controla-
dor ante diferentes cambios en el Setpoint, se pro-
cede a analizar su su respuesta ante la presencia de
perturbaciones ingresadas al al sistema de forma
manual y de diferentes magnitudes, el el contro-
lador muestra un desempefo aceptable ante estas
perturbaciones, logrando estabilizarse adecuada-
mente en la en referencia fijada. Estas respuestas se
muestran en las figuras 20 y 21.

Fig. 20. Respuesta real de la planta con la implementacion
del Filtro de Kalman, ante las diferentes perturbaciones
aplicadas en los setpoints de 5y 15 psig.

Por ultimo se procedié a validar el funcionamien-
to del filtro de Kalman con la aplicacién de un cam-
bio de carga al sistema. Para lo cual fue necesario
llevar la planta de un setpoint alto (20 psig) a un set-
point bajo (5 psig). De igual forma el resultado fue
satisfactorio, mostrando una dindmica sobre amor-
tiguada, tal como se observa en la figura 22.

Fig. 22. Respuesta de la planta real, ante cambios de carga.
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VII. CONCLUSIONES Y CAUSAS DE
ERROR.

Debido a que el filtro de Kalman se basa en la
prediccién del ruido para disminuir el error prove-
niente de este, se requiere disponer de una esti-
macion precisa de la varianza que presenta el ruido
en él, en las diferentes mediciones realizadas y que
ésta sea diferente de cero.

La respuesta obtenida en la implementacion del
filtro, se ajusta adecuadamente a los parametros de
diseno previamente establecidos, esto se traduce
en un buen desempeiio del filtro y en una correcta
eleccion de dichos parametros.

Durante el proceso de implementacién del al-
goritmo se requiere la realizacion de operaciones
matriciales, para lograr esto se requiere la utilizacion
de librerias externas que genera un consumo mayor
de la memoria del Arduino y puede generar una re-
duccién en su desempeno, ademas de un aumento
considerable de la complejidad del programa.

En el proceso realizado para hallar el filtro es
necesario hallar polos dominantes, cuyo angulo
Optimo es de 45° debido a que los polos calculados
no cumplen con este valor es posible que existan al-
guna combinacion de parametros que generen una

mejor respuesta a lo obtenida, aunque los polos
elegidos muestran un comportamiento adecuado.
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